
定理 20.1　スカラー λが行列Aの固有値であるための必要十分条件は，λが固有方程式

　　 det(A− λE) = 0

を満たすことである．

(証明) λを Aの固有値，vを λに属する固有ベクトルとする (注 1)．このとき，Av = λvすなわ
ち (A− λE)v = 0が成り立つが，もし det(A− λE) ̸= 0ならば行列 A− λE は正則ということに
なり (A− λE)−1が存在するから，v = (A− λE)−10 = 0 これは vが固有ベクトルである (従って
零ベクトルでない)ことに反する．よって det(A− λE) = 0である．

また，λが det(A− λE) = 0を満たすとすると，A− λE = (b1 b2 · · · bn) と表すとき，ベクト

ルの組 {b1,b2, . . . ,bn}は一次従属である．従って

　　 t1b1 + t2b2 + · · ·+ tnbn = 0 (t1, t2, . . . , tn) ̸= (0, 0, . . . , 0)

を満たす t1, t2, . . . , tn ∈ Rが存在するから v =


t1
t2
...
tn

 とおけば
　　 (A− λE)v = (b1 b2 · · · bn)v = 0

すなわち Av = λv, v ̸= 0 が成り立ち，λは Aの固有値であり，vは固有値 λに属する固有ベクト

ルであることがわかる．
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(注 1) A実行列であってもその固有値 λが虚数となることがある．従って，A− λE は一般には複素行列と
いうことになるが，ここでの証明は固有値はすべて実数 (従って固有ベクトルは実ベクトル)の場合を
考える (以下の定理 20.2，定理 20.3においても同様)．

　後に複素行列，複素数ベクトル空間について触れるが，ここでの議論は複素数の場合でもまったく同
様である．



定理 20.2　Aを正方行列とし，その (互いに異なる)固有値を λ1, λ2, . . . , λm，各 λiに属
する固有空間をW (λi)とする (i = 1, 2, . . . ,m)．このとき，次が成り立つ：

(a) ある固有値に属する固有ベクトルは，他の固有値に属することはできない．すなわち

λi ̸= λj ⇒ W (λi) ∩W (λj) = {0}

が成り立つ．

(b) 互いに異なる固有値に属する固有ベクトルからなる組は一次独立である．すなわち，
vi ∈ W (λi), vi ̸= 0 (i = 1, 2, . . . ,m)ならば {v1,v2, . . . ,vm}は一次独立である．

(c) W (λi) (i = 1, 2, . . . ,m)の基底を {ai1,ai2, . . . ,aiki}とするとき，これらすべてを合わせ

て得られるベクトルの組
m∪
i=1

{ai1,ai2, . . . ,aiki} は一次独立である．

(証明)

(a) v ∈ W (λi) ∩ W (λj) とする．このとき，Av = λiv，Av = λjv より λiv = λjv，すなわち
(λi − λj)v = 0 となるから，λi ̸= λj ならば v = 0である．

(b) まず，{v1,v2}が一次独立であることは (a)より容易にわかる．次に，{v1,v2,v3}の一次独立
性を示そう．

　　 t1v1 + t2v2 + t3v3 = 0 (t1, t2, t3 ∈ R)

とおくと

　　 A(t1v1 + t2v2 + t3v3) = A0 = 0

であるが，Avi = λivi (i = 1, 2, 3)より

　　 t1λ1v1 + t2λ2v2 + t3λ3v3 = 0

となる．さらに t3v3 = −t1v1 − t2v2 の関係より

　　 t1(λ1 − λ3)v1 + t2(λ2 − λ3)v2 = 0

が得られるから，{v1,v2}の一次独立性と λ1 ̸= λ3，λ2 ̸= λ3により t1 = t2 = 0，さらに v3 ̸= 0
より t3 = 0となる．よって {v1,v2,v3}は一次独立である．
　この議論を繰り返すと，結局 {v1,v2, . . . ,vm}が一次独立であることがわかる．

(c) tij ∈ R (j = 1, 2, . . . , ki, i = 1, 2, . . . ,m)とし

　　
m∑
i=1

(ti1a
i
1 + ti2a

i
2 + · · ·+ tiki

aiki
) = 0

とおく．ti1 = ti2 = · · · = tiki
= 0 (i = 1, 2, . . . ,m)を示せばよい．そこで

　　 bi = ti1a
i
1 + ti2a

i
2 + · · ·+ tiki

aiki

とおけば，bi ∈ W (λi) (i = 1, 2, . . . ,m)であって，b1+b2+· · ·+bm = 0より {b1,b2, . . . ,bm}
は一次従属であるから，(b)より b1 = b2 = · · · = bm = 0でなければならない．よって，各
i = 1, 2, . . . ,mについて ti1a

i
1 + ti2a

i
2 + · · ·+ tiki

aiki
= 0 ということになるが，{ai1,ai2, . . . ,aiki

}
の一次独立性により ti1 = ti2 = · · · = tiki

= 0がわかる．



定理 20.3　Aを n次正方行列とし，その固有値を λ1, λ2, . . . , λmとする．このとき，Aが
対角化可能であるための必要十分条件は

dimW (λ1) + dimW (λ2) + · · ·+ dimW (λm) = n

が成り立つことである．ここで，W (λi)は固有値 λiに属する固有空間を表す．

(証明) dimW (λ1)+dimW (λ2)+· · ·+dimW (λm) = nとする．このとき，各W (λi) (i = 1, 2, . . . ,m)
から一組ずつ基底をとると，それらをすべて合わせた組は n個のベクトルからなる．そこで，その
組を {p1,p2, . . . ,pn}と書くと，各 pk (k = 1, 2, . . . , n)は固有ベクトルであるからApk = αkpkを
満たす αk ∈ {λ1, λ2, . . . , λm }がとれる．よって

　　 A(p1 p2 · · · pn) = (p1 p2 · · · pn)

 α1
α2

. . .
αn


さらに，前定理 (c)より {p1,p2, . . . ,pn}は一次独立であるから，行列 (p1 p2 · · · pn)は正則行列
である．よって．

　　 A = (p1 p2 · · · pn)

 α1
α2

. . .
αn

 (p1 p2 · · · pn)
−1

が得られ，Aは対角化可能である．

逆に，Aが対角化可能であるとすると，ある正則行列 P = (p1 p2 · · · pn)により

　　 AP = P

 α1
α2

. . .
αn


と表されるが，このとき P の正則性により {p1,p2, . . . ,pn}は一次独立であって，さらに

　　 Apk = αkpk (k = 1, 2, . . . , n)

が成り立つから，各 αk は Aの固有値，pk は αk に属する固有ベクトルである．従って，Aの固有

ベクトルによってRn の基底を作ることができることになり，このことは

　　 dimW (λ1) + dimW (λ2) + · · ·+ dimW (λm) ≥ n

が成り立つことを意味する．また，前定理 (c)より

　　 dimW (λ1) + dimW (λ2) + · · ·+ dimW (λm) ≤ n

もわかる (注 1)から

　　 dimW (λ1) + dimW (λ2) + · · ·+ dimW (λm) = n

が成り立つ．
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(注 1) Rnのn+1個以上のベクトルからなる組は一次従属である．すなわち，Rnのベクトルの組 {a1,a2, . . . ,am}
が一次独立ならばm ≤ nである．


